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Излагается точка зрения автора на некоторые приоритетные вопросы в области развития и 
применения метода конечных элементов. Излагается алгоритм применения метода конечных 
элементов с диагонализированными матрицами разрешающих СЛАУ в задачах термограви-
тационной конвекции жидкости. Приводится пример применения алгоритма для решения 
технической проблемы получения высококачественных стальных отливок методом матема-
тического моделирования.  
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Введение 
 

Метод конечных элементов (МКЭ), 
как известно [1], был впервые предложен и 
применен в начале 40-х гг. XX столетия ин-
женерами-механиками, представлявшими 
упругие тела в виде наборов брусьев и балок 
[2], и уже потом было получено его матема-
тическое обоснование. Во второй половине 
XX в выходят основополагающие монографии 
О.Зенкевича, Р.Галлагера, Дж.Одена, 
Л.Сегерлинда, Г.Стренга и Дж.Фикса, 
Л.А.Розина и др. Методом конечных элемен-
тов решаются краевые задачи механики де-
формируемого твердого тела (МДТТ) в стаци-
онарной постановке. Применение же МКЭ для 
нестационарных задач МДТТ несколько за-
держивается. Причина в том, что в таких за-
дачах требуется многократное решение раз-
решающих систем линейных алгебраических 
уравнений (СЛАУ), что на ЭВМ с ограничен-
ным быстродействием требует большого рас-
хода машинного времени.  

Как выход из положения вводится 
упрощающая гипотеза – вместо центра тяже-
сти масса каждого элемента равномерно рас-
пределяется по его узлам [3].  В результате, 
матрицы разрешающих СЛАУ становятся 

диагональными. Необходимость решения 
СЛАУ отпадает и применение МКЭ в неста-
ционарных задачах механики деформируемо-
го твердого тела становится реальностью. По-
являются публикации, в которых МКЭ 
успешно применяется в инженерных расчетах 
динамических систем и процессов (например, 
[4] и др.) 

Надо отметить, что введение гипотезы 
равномерного распределения массы элемента 
по его узлам соответствует творческому сти-
лю инженеров, предложивших и реализовав-
ших в начале 1940 гг. саму идею метода ко-
нечных элементов [2]. Эта гипотеза понятна 
на интуитивном уровне, но с точки зрения 
классической механики массу элемента мож-
но равномерно рассредоточивать по его узлам 
только в том случае, если элемент имеет пра-
вильную форму. В общем же случае для эле-
ментов неправильной формы (какие приме-
няются в действительности) эта операция не-
правомерна и ее применение означает нару-
шение законов классической механики. По-
нятно, что такое нарушение вносит погреш-
ность в результат решения краевой задачи. Но 
понятно и другое. Понятно, что эта дополни-
тельная погрешность, вызванная нарушением 
законов механики, стремиться к нулю с из-
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мельчением конечноэлементной сетки. И зна-
чит, введение гипотезы равномерного распре-
деления массы элемента по его узлам в методе 
конечных элементов вполне оправдано. 

Тем временем, вопрос о применении 
МКЭ для решения нестационарных краевых 
задач механики жидкости все еще остается 
нерешенным. В 70-х гг делаются попытки 
применения метода конечных элементов для 
решения краевых задач механики жидкости в 
стационарной [5-7]  и в нестационарной [8, 9] 
постановках, однако последние решаются 
только для существенно упрощенных усло-
вий, причем с нереально большими затратами 
машинного времени. Причина все та же. Мат-
рица разрешающей СЛАУ, которая в нестаци-
онарных задачах должна решаться множество 
раз, имеет довольно широкую ленту, а значит, 
на каждом шаге по времени требуется приме-
нение ресурсоемких методов решения СЛАУ. 

Автором настоящей работы в 1980 го-
ду депонируется статья [10], в которой пред-
лагается алгоритм диагонализации матрицы 
СЛАУ метода конечных элементов при реше-
нии нестационарных задач механики жидко-
сти. Согласно этому алгоритму предлагается 
заменить каждый диагональный  коэффици-
ент суммой всех коэффициентов строки, ко-
торой он принадлежит, а коэффициенты, не 
лежащие на главной диагонали – нулями. В 
результате отпадает необходимость решения 
СЛАУ, а значит и применения ресурсоемких 
методов решения СЛАУ на каждом времен-
ном шаге. Машинное время, необходимое для 
решения краевой задачи, сокращается на не-
сколько порядков.   
 Заметим, что с точки зрения чистой 
математики применение предложенного в [10] 
приема диагонализации матриц СЛАУ, на 
первый взгляд, кажется безграмотной затеей. 
Действительно, решения СЛАУ, полученные с 
помощью приема диагонализации матриц, в 
принципе не должны совпадать с решениями 
СЛАУ, полученными классическими спосо-
бами, например, методом Гаусса, Крамера, 
Зейделя и др. Поэтому в упомянутой статье 
[10] в качестве обоснования правомерности 
применения приема диагонализации матриц 
приводится следующий довод. Во-первых, 
обращается внимание на то, что диагонализа-
ция матриц СЛАУ в задачах механики дефор-
мируемого твердого тела имеет физическую 
интерпретацию, а именно – применение этого 
приема равносильно введению гипотезы рав-

номерного рассредоточения массы элементов 
по его узлам. Как отмечалось выше, эта гипо-
теза не вызывает возражений, поскольку по-
грешность, обусловленная ее применением, 
стремится к нулю с измельчением конечно-
элементной сетки.  

В задачах же механики жидкости по-
добной физической интерпретации, к сожале-
нию, придумать не удается. Поэтому в статье 
[10] высказывается предположение, что меж-
ду задачами МДТТ и задачами механики жид-
кости существует некая математическая ана-
логия, а именно – в задачах механики жидко-
сти, как и в задачах МДТТ, погрешность, вно-
симая применением приема диагонализации 
матриц СЛАУ, с измельчением конечноэле-
ментной сетки тоже стремится к нулю. И это 
предположение подтверждается в [10] путем 
проведения вычислительных экспериментов.  

Правомерность и эффективность 
предложенного в [10] приема диагонализации 
матриц разрешающих СЛАУ подтверждается 
последующими публикациями автора насто-
ящей статьи [11-27], посвященных примене-
нию метода конечных элементов для решения 
инженерно-технических задач, а также тем, 
что этот прием успешно запрограммирован в 
ряде современных пакетов прикладных про-
грамм (например, ANSYS, LS-DYNA, 
FLUENT и др.), которые широко применяют-
ся во всем мире для решения различного рода 
задач, связанных с моделированием нестаци-
онарных гидродинамических явлений и про-
цессов. 

 
1. Алгоритм МКЭ с диагонализацией 
матриц СЛАУ в задачах термогравита-
ционной конвекции жидкости 

Покажем применение алгоритма диаго-
нализации матриц разрешающей СЛАУ на 
примере применения метода конечных эле-
ментов для моделирования процесса получе-
ния стальных отливок. 

Система уравнений термогравитацион-
ной конвекции вязкой несжимаемой жидкости 
в приближении Буссинеска [28] с введением в 
качестве единиц измерения длины – харак-
терного линейного размера области L , тем-
пературы – характерной разности температур 
θ , времени – ν/2L , давления – 22

0 / Lνρ  запи-
сывается в безразмерной форме 
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Уравнения (1), (2) и (3), в которых неизвест-
ными функциями являются скорость iU , тем-
пература T и давление P , записаны в декар-
товой системе координат )2,1( =ixi  и време-
ни t . Здесь и далее предполагается суммиро-
вание по повторяющимся индексам, а опера-
ция i,()  означает частное дифференцирование 

по координате ix . 
 Применяя схему искусственной сжи-
маемости [29] вместо (3) будем использовать 
уравнение 
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где r  – параметр релаксации. 
 Применение процедуры Галеркина к 
уравнениям (1), (2) и (4) с последующим пре-
образованием интегралов от вторых произ-
водных по теореме Грина приводит к уравне-
ниям 
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 в которых *
iU , *T , *P  – весовые функции, 

V – площадь расчетной области, ограничен-
ной контуром S с внешней нормалью n . 

Полагая, что расчетная область V  разбита 
на элементы в виде треугольников, аппрокси-
мируем неизвестные функции по простран-
ственным переменным с помощью сумм  
           ,ii UU ααΦ=                                         (8) 
           ,ααΦ= TT                                                (9) 
           .ααΦ= PP                                              (10) 
Здесь αΦ – линейные от ix  в пределах эле-
мента интерполяционные функции, которые 
равны единице в α -й узловой точке и нулю 
во всех остальных. ,iUα  αT  и αP – неопреде-
ленные коэффициенты, зависящие только от 
времени. При указанном способе выбора ин-
терполяционных функций коэффициенты ,iUα  

αT  и αP  имеют физический смысл соответ-
ственно компонент скорости, температуры и 
давления в α -м узле сеточной области. 
 Выбирая в качестве весовых функций 

αΦ=== *** PTUi  и подставляя разложения 
(8), (9), (10) в (5), (6), (7), получаем: 
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Здесь γβα ,, - номера узлов сеточной 
области.  

Равенства (11)-(13) представляют со-
бой систему обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений первого порядка, в которых 
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неизвестные функции зависят от времени. Ес-
ли в этих уравнениях производные по време-
ни представить в кончено-разностном виде, то 
интегрирование системы уравнений (11)-(13) 
сведется к многократному решению систем 
линейных алгебраических уравнений. Как уже 
отмечалось ранее, чтобы избежать эту ресур-
соемкую процедуру в [10] было предложено 
подвергнуть матрицу αβA  диагонализации пу-
тем замены каждого диагонального коэффи-
циента суммой всех коэффициентов строки, 
которой он принадлежит, а коэффициенты, не 
лежащие на главной диагонали – нулями. В 
результате такой процедуры уравнения (11)-
(13) преобразуются к виду: 
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где lαδ  – символ Кронекера, βe  – единичная 
матрица. 
 Последовательность  интегрирования 
уравнений (15)-(17) принимается следующей. 
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Здесь tPP n
l

n
l ∆=+ 1,1 ,  t∆  – величина шага по 

времени, 1,1 ++ mn
liU  и 1,1 ++ mn

lP  – последова-

тельные приближения к 1+n
liU  и 1+n

lP .  Про-
цесс (18), (20) повторяется до тех пор, пока 

ε>− +++ mn
l

mn
l PP ,11,1max . В результате 

определяется такое поле скоростей, и ему со-
ответствующее поле давления, которое при 
достаточно малом ε соответствует прибли-
женному выполнению условия несжимаемо-
сти (3). В этом случае итерации по индексу 
m прекращаются, а поля скорости и давления 
считаются найденными на )1( +n -м шаге; 
процесс интегрирования по времени продол-
жается дальше. 
 Во всех решаемых по описанной ме-
тодике задачах аппроксимации (8)-(10) зара-
нее удовлетворяли граничным условиям зада-
чи, поэтому в уравнениях (18)-(20) индекс l  
граничные узлы области не охватывал. Если 
же для давления граничных условий в форму-
лировке задачи не ставилось, то в уравнении 
(20) индекс l  охватывал также и граничные 
узлы расчетной области и, таким образом, 
значение давления на границе получалось как 
естественное граничное условие. 
 

2. Пример математического модели-
рования 

На рис. 1 приведены результаты моде-
лирования процесса затвердевания стальных 
отливок. Результаты получены путем сов-
местного решения дифференциальных урав-
нений термогравитационной конвекции жид-
кости (1)-(3) и условия сопряжения теплового 
и гидродинамического полей 

0=iU  при eTT ≤ , 
в котором eT  - температура выливаемости, 
соответствующая состоянию затвердевающе-
го сплава, когда в единице объема содержится 
30% твердой фазы.  

Интегрирование уравнений (1)-(3) вы-
полнялось методом конечных элементов с 
помощью алгоритма (18)-(20), реализующего 
идею диагонализации матриц СЛАУ [10]. Ре-
зультаты представлены на рис. 1 в разные мо-
менты времени: а, б,…,д в виде распределе-
ния изолиний функции тока в незатвердевших 
частях отливок ( eTT > ). Затвердевшие об-
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ласти отливок ( eTT ≤ ) на рисунке заштрихо-
ваны. 
 Отливки, изображенные на рисунке, 
получаются двумя способами: внизу – с при-
менением внешних холодильников, вверху – 
без применения внешних холодильников (ме-
таллических плит, прилегающих к донной и 
нижней боковой частям отливок – на рисунке 
не заштрихованы).  

Как видно из рисунка, термогравита-
ционная конвекция расплава в жидком ядре 
затвердевающих отливок характеризуется 
наличием восходящих потоков вдоль оси и 
нисходящих – около боковых стенок отливок. 
Движение жидкого металла носит вихревой 
характер: на протяжении всего периода за-
твердевания на границе восходящих и нисхо-
дящих потоков имеет место процесс зарожде-
ния, движения и распада мелких вихревых 
образований. Проявляется тенденция к шах-
матному порядку расположения вихрей.  
 По мнению авторов [30, 31], примеси 
и неметаллические включения скапливаются в 
центрах вихрей, а затем фиксируются продви-
гающимся фронтом кристаллизации, ухудшая 
качество получаемого металла. Поэтому оп-

тимальный режим получения отливок должен 
отвечать условиям, при которых вихревые об-
разования вместе с содержащимися в них 
примесями вытесняются в прибыль – верх-
нюю часть отливки, удаляемую после ее по-
лучения. 
 Как видно из нижней части рис.1, 
именно такой режим затвердевания отливки 
обеспечивается благодаря применению внеш-
них холодильников.  
 

Заключение 
 Применение приема диагонализации 
матриц разрешающей СЛАУ метода конечных 
элементов для решения краевых задач меха-
ники жидкости позволил выполнить матема-
тическое моделирование ряда инженерно-
технических процессов [11-27]. Этот прием, 
по-видимому впервые предложенный автором 
настоящей статьи в работе [10], нашел приме-
нение в современных пакетах прикладных 
программ, таких как ANSYS, LS-DYNA, 
FLUENT и др. В настоящей статье изложен 
алгоритм его реализации на примере решения 
задачи выбора рациональных режимов полу-
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чения стальных отливок методом математиче-
ского моделирования.  
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The point of view of the author on some priority questions in the field of development and applica-
tion of final element method is stated. The algorithm of application of final element method with di-
agonalized matrixes of resolving systems of the linear algebraic equations in problems of heat con-
vection of  liquid is stated. It is given an example algorithm applications for the solution of a tech-
nical problem of receiving high-quality steel body by a method of mathematical modeling.  
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